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Praca dotyczy zagadnienia martenzytycznej przemiany fazowej w przypadku tak
zwanego problemu wielu studni. Energie efektywna mieszaniny wielu faz (austenitu
i wariantéw martenzytu) aproksymuje sie lokalnie funkcja kwadratowa z wykorzys-
taniem parametrow wewnetrznych w postaci udzialéw objetosciowych poszczegdlnych
wariantéw martenzytu. Ewolucyjne zagadnienie poczatkowo-brzegowe sformutowano
w postaci nieréwnosci wariacyjnej. Wyjéciowy problem jest niewypukly, mozna jed-
nak pokazaé, ze przy przyjetych zalozeniach istnieje jednoznaczne rozwiazanie tej
nieréwnosci na kroku czasowym. Po dyskretyzacji metoda elementéw skonczonych
nieréwnos$¢ wariacyjna rozwiazano jako liniowe zadanie komplementarne. Zamiesz-
czone wyniki obliczen numerycznych dla tarczy z materialu wielofazowego ilustruja
charakterystyczna petle histerezy w przestrzeni przemieszczenie-sita.

1. WSTEP

Praca dotyczy matematycznego modelowania zjawiska histerezy obserwowanej
w tak zwanych materialach martenzytycznych i symulacji numerycznej zagad-
nien poczatkowo-brzegowych dla konstrukeji wykonanych z takich materialéw.
Przez material martenzytyczny rozumiemy material, ktéry doznaje martenzy-
tycznej przemiany fazowej (m.p.f.). To niezwykle zjawisko wystepuje w wielu
materiatach o budowie krystalicznej, gléwnie w stopach na bazie niklu i miedzi,
gdzie zaobserwowano intrygujacy efekt pamieci ksztaltu. Przemiana marten-
zytyczna jest procesem odksztalceniowym zwiazanym ze zmiana siatki krysta-
lograficznej, w ktérym material bedacy w fazie o wiekszej symetrii, nazywanej
austenitem, przechodzi nagle w faze o mniejszej symetrii, nazywanej marten-
zytem. Martenzyt moze wystepowaé w wielu odmianach krystalograficznych
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nazywanych wariantami. Przemiana martenzytyczna jest przemiana pier-
wszego rzedu, bezdyfuzyjna, odbywajaca sie przez nukleacje i rozwdj nowej
fazy, o wyraznej dominacji odksztalceri postaciowych (towarzyszace jej od-
ksztalcenia objetosciowe sa praktycznie pomijalne). M.p.f. jest wynikiem
przyjmowania przez uktad stanéw o minimalnej energii (lokalne minima, stany
meta stabilne), i moze by¢ wywolana przez zmiany temeperatury, naprezenia
lub pola elektromagnetycznego. Chciaz m.p.f. jest procesem krystalograficznie
odwracalnym, z termodynamicznego punktu widzenia jest to proces nieod-
waracalny gdyz towarzyszy mu dyssypacja energii ujawniajaca sie w postaci
charakterystycznych petli histerezy w przestrzeniach wielkosci go opisujacych.

Zagadnienie martenzytycznej przemiany fazowej i towarzyszacego jej
efektu pamieci ksztaltu ma juz bardzo bogata literature, dotyczaca réznych
jego aspektéw na gruncie metalurgii, krystalografii, mechaniki kontinuum i
matematyki. Wymierimy tu opracowanie [7] i prace [1, 6, 3, 8, 5], ktére byly
inspiracja podejscia zastosowanego w tej pracy, bedacej uzupetieniem [4] o
analize numeryczng przypadku wielu faz.

Problem martenzytycznej przemiany fazowej dla przypadku 3D mieszaniny
wielu faz formutujemy w postaci nieréwnosci wariacyjnej. Dodajmy tutaj, ze
nieréwnosci wariacyjne, bedac naturalnym uogélnieniem zasad wariacyjnych
na przypadek minimalizacji funkcjonaléw na zbiorach wypuktych, stanowia
wygodne narzedzie w analizie jako$ciowej i numerycznej réznorodnych prob-
leméw mechaniki [9]. W analizowanym tutaj przypadku, istnienie jednozna-
cznego rozwiazania problemu przyrostowego opisanego nieréwnosciag waria-
cyjna jest zapewnione [4], gdy uwzglednimy wymagania stawiane przez II
zasade termomechaniki w konteksécie dyssypacji energii towarzyszacej m.p.f.
Wykorzystujac metode elementéw skoriczonych rozwiazujemy nieréwnosé
wariacyjng jako liniowe zadanie komplementarne. Zalaczone wyniki symulacji
numerycznych dla pasma z materialu wielofazowego, utwierdzonego na jed-
nym koncu a na przeciwnym obciazonego, ilustruja charakterystyczne petle
hiterezy w przestrzeni sila—przemieszczenie (w warunkach izotermicznych).

2. PROBLEM WIELU STUDNI

W tym rozdziale podajemy sformutowanie problemu poczatkowo-brzegowego
dla ciala, ktorego material ulega odwracalnej przemianie martenzytyczne;j.
Material ulegajacy m.p.f. traktujemy jako kompozyt sktadajacy sie z austen-
itu, oznaczanego tutaj indeksem i = N 4+ 1 = a, i N wariantéw martenzytu.
Kazda z faz (wariantéw) charakyteryzuja jej odksztalcenia wilasne (fazowe)
D;, przy czym bez utraty ogélnosci mozna przyjac, ze D, = 0.

Dla kazdej z faz przyjmujemy energie swobodna Helmholtza W;, i =



1,2,...,N + 1 w postaci funkcji kwadratowej
1

gdzie A; = A oznaczaja tensory sprezystosci poszczegélnych faz, ktore dla
prostoty przyjeto takie same. Oznaczajac przez c¢; udzialy objetosciowe
poszczegdlnych faz mozemy usredniong energie mieszaniny zapisa¢ nastepujaco

N+1 N+1 N+1

W(E,c) = % (E - D(c))-A[E - D(c)] + Zciwi + % Z ZcichiJ" (2)
i=1 i=1 j=1

gdzie efektywne odksztalcenie fazowe D(c) jest wypukla kombinacja,

N+1 N+1
D(C) = Z CiDz'a dla ci > 0, Z C; = 1, (3)
1=1 i=1

a elementy B;; macierzy B sa statymi materialowymi.
Nierownos¢ dyssypacyjna wynikajaca z Il zasady termomechaniki mozna
zapisa¢ jako

p:_a_W.ch.c:ZXmémzo, (4)

gdzie sita napedowa X jest macierza kolumnowa o sktadnikach

N
X = DA Bl =Y (DA D] + Bjy) ¢i — (Wm — @a) — Bam- (5)
=1

Uwzgledniajac (4) wprowadzamy funkcje progowe k) = max{L,,cn,0},
Ky, = min{ L, (¢, — 1), 0}, 1 postulujemy nastepujace kryterium zachodzenia
m.p.f. dla kazdego wariantu martenzytu (L, stale materialowe, 1 <m < N):

jesli Xm(e) =kt (cm) wtedy ¢y >0
jesli Xm(e) =k, (cm) wtedy ¢, <0 (6)

jesli + k,,(cm) < Xim(e) < K (cm)  wtedy ¢, =0

Réwnania rownowagi sprezystej przyjmuja forme
divA[E(u) — D(e)] + f = 0. (7)

gdzie f jest wektorem obciazen masowych.



3. NIEROWNOSC WARIACYJNA

Dla typowego kroku czasowego t,_1 — t, zdefiniujmy przyrosty skonczone
wektora przemieszczenia Awu,, 1 macierzy kolumnowej udzialéw fazowych Ac,
nastepujaco: u, = Un_1 + Au,, ¢, = ¢,_1 + Ac,. Problem przyrostowy dla
warunkéw (7) i (6) w slabej postaci daje sie uja¢ nieréwnoscia wariacyjna.

Znalezé pare (Auy,, Acy,) € V(t,) X K(c,—1) taka, ze
Q(Aun’ ’U) - g(ACna ’U) = fn,nfl(’v)

Fo(zy — Ac,i“ Auy) + h(Acy, 2+ — Acﬂf) > :FbTiL,l(Zi — Acff)

dla wszystkich v € V(t,,), 2+ € Ki(cn—1).

gdzie:
a(w,v) = /A[Vw]-Vvd:c
Q

g(w,v) = Z/wm |-Vo dz

h(w,v) = ZZ/ (DA [D;] + By + Omi L ) wiv; dx 9)

m=1 i=1

fan—1(v) = / Af, -vdx + (terms onI"), 1
Q

N
qu—lb:_l('w) = Z A[Bam + (wm - wa) + Lm(cm,n—l - pm,n—l)i]wm dx
9w, 1) £ h(en_1,w).

V(ty) jest zbiorem kinematycznie dopuszczalnych przyrostéw przemieszczen

ciala zajmujacego obszar Q € R?. Zbiéry ograniczeri zmiany czesci dodatniej

Ac; i ujemnej Ae,, udzialéw fazowych martenzytu sa zdefiniowane ponizej
K(z) = {w e L2(QRV) | Jwi| <1, 0< N (s +w) <1, z € z}

K+ z

K_

_ {weL2 QR | wi >0, N (2 +wy) < 1, zez} 0
= {we L2(QRY)| w; >0,z —w; >0, z€ Z}

(2)
(2)

z = {zer@RY) | zz0 Y 5 <1}



4. LINIOWE ZADANIE KOMPLEMENTARNE

Stosujac metode elementéw skoniczonych mozemy sprowadzié¢ nieréwnosé (8)
do liniowego zadania komplementarnego (dopekiajacego)

Awn +y, = bn,nfl (11)
>0,9,=0,9,>0 z,y, =0

/
:L'Tl

gdzie x,, jest wektorem niewiadomych wartosci weztowych aproksymacji MES,
Y, oznacza wektor zmiennych dopemiajacych, a wektor b, ,_1 jest znany w
chwili ¢,. Przez @), oznaczamy elementy wektora x, bez wektora 1:711 = Au,,
ktéry nie jest ograniczony w znaku. Macierz A i wektory @,,by,—1 maja
nastepujaca strukture

-K G' -G"
G —H H -1T  -IX
_ -G H -H IT -IX
A= ; (12)
I -I
Ia
Ia
Aun ( Z,n—l
+ +
Acn bfL*l
Ac,, be
-1
Ty = 1 5 bn,nfl - " (13)
Tn 1-— Cn—1
+
ut o1
0_ —
Tn Cn—l
Macierz sztywnosci K, macierz prostokatna G = wiersz[Gy,...,Gy], oraz
macierz kwadratowa H = [H1i,...,HyN], generowane sa przez formy

dwuliniowe (9);—3 dla przyjetych funkcji bazowych pola przemieszczenia i pél
udzialéw fazowych. Macierze 11, In wynikaja z ograniczen (10), a towarzyszace
im niewiadome wektory 1, r(,)f, rY" pehia role mnoznikéw Lagrange’a tych

nieréwnosciowych wiezow.



5. PRZYKLAD LICZBOWY

Dla ilustracji przewidywan rozpatrywanego tutaj modelu m.p.f. przeprowad-
zono obliczenia numeryczne zagadnienia dwuwymiarowego dla pasma wyko-
nanego ze stopu Cu-Al-Ni. Analizowano pasmo o stosunku bokéw a: b=18:3,
zamocowane na lewym koncu i obcigzone na koncu przeciwleglym. Proces
odksztalcania sterowany byl przemieszczeniem w(t). Warunki podparcia i
obciazenie pasma pokazano na rys. 1. Pasmo podzielono na 18 x 3 x 4 = 216
tréjkatnych elementéw skonczonych. Pole przemieszczern aproksymowano
kwadratowymi funkcjami ksztaltu, natomiast pola frakcji fazowych - liniowymi
funkcjami ksztattu. Zadanie (11) rozwiazano wlasnym programem komput-
erowym, zob. [4].

e ¥ w()) | F()

X, U

a

Rysunek 1: Pasmo z materiatu wielofazowego, a:b=6:1, poddane quasi-
statycznemu wymuszeniu kinematycznemu w(t).

Traktujac problem jako dwuwymiarowy mozemy wyrdzni¢ w analizowanym
przypadku stopu Cu-Al-Ni doznajacego m.p.f. typu ukfad regularny — uktad
rombowy (cubic — orthorhombic) cztery jako istotne z szesciu mozliwych wari-
antow martenzytu. Tensory odksztatcenn fazowych tych wariantéw marten-

zytu, mierzone wzgledem odksztalcen zerowych austenitu, D5 = 0, s
nastepujace, por. [2]:
D — 0.04245 0 D, — 0.04245 0.01945
1= 0 —0.09620 |’ 271 0.01945 0.04245 |’
Da— 0.04245 —0.01945 D, — —0.09620 0
37| —0.01945  0.04245 |’ 4= 0 0.04245 |-

Pozostale brakujace dane przyjeto nawiazujac do wynikéw pracy [6], kierujac
sie zasadg nie wyrézniania zadnego z wariantéw: modut Younga E = 10000.0
MPa, wspélczynnik Poissona v = 0.3, réznica w energiach stanu swobodnego,
Aw = w,, — ws = 3.756 J/m>. Ponadto, przyjeto parametry zwiazane z
dyssypacja energii, B;; = 0, B;; = 0.50 J/m?, dlai,j =1,...,N+1=5,i # j,
Lp=102J/m3 m=1,... N=4.
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Rysunek 2: Rozklady frakcji martenzytu ¢; dla max. w(t), pkt A na rys. 3.
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Wyniki numeryczne na rys. 2 i 3 odpowiadaja kinematycznemu wymuszeniu
w(t) wywolijacemu petle 0-A-B-A-O’. Szczegdlng uwage zwraca fakt nieze-
rowych przemieszczen przy zerowej sile F' i odwrotnie.

F A
0.6
0.4-
0.2
4 6 8
w [%0]

B

Rysunek 3: Petla histerezy miedzy przemieszczeniem poprzecznym wzglednym
w/a prawego boku tarczy i odpowiadajaca mu sita F.

Podziekowanie Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badan
Naukowych w latach 2003-2006 jako projekt badawczy.
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Summary

The paper is concerned with the so-called multi-well martensitic phase trans-
formation problem. The effective energy of the mixture of phases (austenite
and many variants of martensite) is approximated locally by a quadratic func-
tion and use is made of internal variables which are volume fractions of all
martensitic variants. This evolutional initial-boundary value problem is for-
mulated in the form of a variational inequality. Although the original problem
is non-convex, it can be shown that under imposed assumptions there exists
a unique solution to the derived variational inequality on a single time-step
(incremental problem). After the finite element discretization, the resulting
variational inequality is solved as a sequence of linear complementarity prob-
lems. The included numerical results illustrate the characteristic hysteresis
loop in space displacement-force which we have obtained for a disk made of a
shape memory material with a number of martensitic variants.
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